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Im  Rahmen des Vielzeitenverfahrens wird die LiouviLLE-Gleichung für ein homogenes einatomiges 

Gas mit schwacher Wechselwirkung bis zur zweiten Ordnung im Wechselwirkungsparameter direkt, 

d. h. nicht im  Rahmen der BBGKY-Hierarchie, gelöst. Die Lösungen gestatten eine gleichzeitige 

Diskussion der H-Funktionen, die mit der N-Teilchenfunktion bzw. m it der aus der N-Teildien- 

funktion durch Integration resultierenden Einteilchenfunktion oder Master-Funktion gebildet sind. 

Das Resultat führt zur Deutung der Irreversibilität im  Rahmen der LiouviLLE-Gleichung als Phasen­

mischung zwischen den einzelnen Systemen der durch eine LiouviLLE-Funktion beschriebenen vir­

tuellen Gesamtheit bzw. auch zur Deutung mittels des PRicoGiNEschen Kaskadenmechanismus.

Die Überlegungen zum Verständnis des Wesens 

der Irreversibilität sind nach der grundlegenden 

Arbeit von B o g o l j u b o v  1 in jüngster Zeit vor allem 

durch die Arbeiten von P r ig o g in e  2 und seinen Mit­

arbeitern, sowie F r i e m a n 3, S a n d r i  4 und M c C u n e  5 

vorangetrieben worden. Die wesentliche Aussage 

dürfte durch P r ig o g in e  gemacht worden sein, der 

das irreversible Verhalten etwa einer Einteilchen- 

verteilungsfunktion als einen Kaskadenmechanismus 

erklärt, derart, daß Informationen, die ursprünglich 

in einer Einteilchenfunktion enthalten waren, zu im­

mer höheren Korrelationsfunktionen wandern.

Die vorliegende Untersuchung dient in zweierlei 

Hinsicht einer weiteren Klärung des Problems der 

Irreversibilität: Einmal sollen im Rahmen der Zeit- 

skalenmethode 3-5 mittels eines übersichtlichen For­

malismus, der eine Zerlegung irgendwelcher TV-Teil- 

chen-Ausdrücke nach Korrelationen wie etwa nach 

Geschwindigkeitskorrelationen oder Ortskorrelatio­

nen oder gleichzeitig nach Geschwindigkeits- und 

Ortskorrelationen bewirkt, auf relativ einfachem 

Weg Lösungen der LiouviLLE-Gleichung angegeben 

werden; sodann soll mit diesen A-TeilchenVertei­

lungsfunktionen Fy das Problem der Irreversibilität 

an Hand der //-Funktionen für eine Einteilchenver- 

teilungsfunktion, für eine Lösung der Master-Glei­

chung und für die Lösung der LiouviLLE-Gleichung 

selbst untersucht werden, wobei vor allem die Rela­

tionen zwischen diesen //-Funktionen studiert wer­

den. Die ganze Untersuchung erfolgt für den Fall

1 N. N. B o g o l ju b o w , Studies in Statistical Mechanics, Vol. 1, 

Edited by J. Deboer u. G. E. Uhlenbeck, North Holland 

Publishing Co., Amsterdam 1962.

2 J. P r ig o g in e , Non-Equilibrium Statistical Mechanics, In­

terscience Publishers, New York —London 1962.

der schwachen Wechselwirkung, also für kleine Än­

derungen der potentiellen Energie bei der Wechsel­

wirkung zweier Teilchen verglichen mit deren mittle­

rer kinetischer Energie ihrer ungeordneten Bewe­

gung und für eine Reichweite der Wechselwirkungs­

kräfte, die nicht wesentlich größer ist als der mitt­

lere Teilchenabstand. Es werden dabei räumlich 

homogene Systeme behandelt. Die Ergebnisse zeigen 

direkt den P R iG O G iN Eschen  Kaskadenmechanismus 

auf, bzw. auch die Deutung der Irreversibilität 

im Rahmen der LiouviLLE-Gleichung als Phasen­

mischung zwischen den unendlich vielen, sich jeweils 

etwas verschieden verhaltenden Systemen der durch 

Fy beschriebenen virtuellen Gesamtheit. Ein weiterer 

interessierender Punkt besteht darin, daß Fy auch 

für lange Zeiten nicht die Form Fy ({^i, v;}, F1(t)) 

annimmt, wobei Fl die Einteilchenverteilungsfunk- 

tion ist; B o g o l j u b o v  nimmt bekanntlich für die s- 

Teilchenfunktionen mit s ^  N an, daß sich deren 

Zeitabhängigkeit etwa nach der Zeit einer Stoßdauer 

über die der Einteilchenfunktion ergibt.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaßen aufge­

baut: In einem ersten Abschnitt bringen wir die 

LiouviLLE-Gleichung auf eine dem Fall der schwa­

chen Wechselwirkung angepaßte dimensionslose 

Form. Dabei tritt ein kleiner Parameter e auf, nach 

dem, wie in einem zweiten Abschnitt beschrieben 

wird, eine Entwicklung im Rahmen des Zeitskalen- 

formalismus vorgenommen wird. Wichtig ist in die­

sem Zusammenhang auch die erwähnte Zerlegung

3 E. F r ie m a n , J. Math. Phys. 4, 410 [1963].

4 G. S a n d r i . Ann. Phys., N. Y . 2 4 ,  332 [1963].

5 J. E. M cC u n e , Bericht des Instituts für Plasmaphysik, Gar­

ching IPP-6/4 (August 1963); Phys. Fluids 7, 1306 [1964].
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nadi Korrelationen, die ebenfalls in diesem Ab­

schnitt gebracht wird. In einem dritten Abschnitt 

geben wir Lösungen der LiouviLLE-Gleichung bis 

zur zweiten Ordnung in s an, bei der wir einmal 

gleichzeitig Gesdiwindigkeits- und Ortskorrelationen 

und das andere Mal nur Ortskorrelationen abspal­

ten. Im  ersten Fall erhalten wir als kinetische Glei­

chung direkt die LANDAU-Gleichung, im zweiten Fall 

die Master-Gleichung von B r o u t  und P r i g o g i n e 6 ; 

dieser zweite Fall entspricht im wesentlichen der 

PRiGOGiNEschen Graphenmethode, die Untersuchung 

erfolgt hier jedoch nicht im FouRiER-Raum. Im vier­

ten Abschnitt werden die //-Funktionen diskutiert.

1. Die Liouville-Gleichung bei schwacher 

W  echsel wirkung

Die LiouviLLE-Gleichung für ein System aus N 

gleichen Teilchen der Masse ra, deren Wechselwir­

kung durch ein Potential V (rr* — Xj) mit V(oc) =  0 

beschrieben wird, lautet 6a

3 Fy 

dt

3FV

dzi

3 V (xi—xj) % 3 F\

3 xi 3 vi 

Führen wir dimensionslose Größen durch

V ( x i  -  X j )  = V 0U 0 /  -  X j ) ,

Xi = R Xi',

(1)

0 .

Vi = vt Vi , 
t=  (R/vt) t

ein, dann wird aus (1)

=i

3 f n

3 xi

v N Vq y

mvt2 {̂ j t 1

3 U(z - X j) 3 F n  

3 v{

(2 )

(3)

0 .

Die Gleichung besitzt also einen dimensionslosen 

Parameter

V J (m v ? ) = t .  (4)

W ir treffen jetzt folgende Wahl der dimensions­

bestimmenden Größen V0, R und vt:

1. V0 =  Max\V\, also | U | <, 1 .

2. R =  Reichweite der Wechselwirkungskräfte, 

also

U«  0 für | x{ — X j' | >  1 .

3. vt2 =  quadratischer Mittelwert der Geschwin­

digkeit der ungeordneten Teilchenbewegung.

Die letzte Wahl erlaubt glatte Verteilungsfunktionen, 

für die

\dFsß v ,’ \ = 0 (F x)

gilt. Diese Bedingung soll im folgenden immer er­

füllt sein.

Für ein homogenes System, das wir allein be­

trachten wollen, stellen sich auf Grund der Wechsel­

wirkung zwischen den Teilchen Korrelationen ein, 

deren Reichweite im wesentlichen auch durch R ge­

geben ist, so daß in diesem Fall | dF^/dx/ | =  O(Fn) 

möglich ist. Auch diese Bedingung soll im folgenden 

immer erfüllt sein. Ist weiter R höchstens von der 

Ordnung des mittleren Teilchenabstandes, so redu­

ziert sich die Doppelsumme in (3) der Größenord­

nung nach auf eine einfache Summe. Damit stellt 

dann das in (4) definierte e verglichen mit 1 gerade 

ein Maß für die Stärke der Wechselwirkung dar; 

d. h., der Fall schwacher Wechselwirkung ist durch 

£ 1 gegeben. Für diesen Fall ist also (3) die an­

gepaßte dimensionslose Form der LiouviLLE-Glei- 

chung.

Lassen wir die Striche bei den neuen Variablen 

wieder weg, so lautet diese Gleichung:

3 Fn

dt

darin bedeuten

+ K Fn — £ I  F^t =  0;

I  __ y i  3 U (xjj) _3_

i f r - 1  ^  ' s « * ’

(5)

(6 )

2. Lösungsmethode

Zur Lösung der LiouviLLE-Gleichung wird sinn­

gemäß eine Methode von F r i e m a n 3 und S a n d r i 4 

zur Lösung der BBGKY-Gleichungen übertragen: 

Die Verteilungsfunktion Fn wird in geeigneter 

Weise als Fn {xx, .  • •, xN; vx, . . . ,  vN; t ,£ t , . . .)  dar­

gestellt. Durch rv = £vt, v =  0, 1 , . . . ,  werden neue 

Variable xv eingeführt, und indem man diese dann 

im Produktraum der r0 , rx , .  . .  als voneinander un­

abhängig betrachtet, erhält man eine Fortsetzung 

von Fn auf diesen r,,-Raum. Diese Fortsetzung von

6 R. B r o u t  u . J. P r ig o g in e ,  Physica 22, 35 [1956]. 6a Vektorielle Größen sind als solche nicht besonders gekenn­

zeichnet.
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F v ist natürlich nicht eindeutig, und ihre W illkür 

liegt in der Wahl der Darstellung von Fx als 

Fn (x1 , . . . ,  xN; Vi, . . . ,  vN; t, e t , ...)  begründet. 

Durch später folgende Bedingungen wird festgelegt, 

für was für eine Fortsetzung man sich interessiert. 

(W ir wollen die Fortsetzung von F y der Einfach­

heit halber wieder mit Fy bezeichnen.) Die Zeit­

variable t wird im r, -Raum durch die Kurve t, =  er t, 

v =  0 , . . . ,  dargestellt; daher entspricht der Ablei-
OO

tung 3 /31 im r.-Raum die A b le itung^ £v(3/3t„).
»>=0

Die Fortsetzung der LiouviLLE-Gleiehung (5) lautet 

also:

y  f  a/ A’ + k f n = s i f . v .

3tv
(7)

Auf f v wird Störungsrechnung nach e angewendet:

Fs = Fx» + eFx1+ . . . .  (8)

Damit erhält man aus (7) bis zur 2. Ordnung in £ 

folgende Gleichungen:

dp ° + K F N<> = 0 , (9)
OT0

3IFN> + k  f  , _  / f  o (10)
d t !  d r 0

^  + 3£ s ! + k  v =  / / y .  ( i i )
d r 2 d r , d t 0

Entsprechend der FmEMAN-SANDRischen Methode 

wird gefordert, daß die Fortsetzung von F\y so be­

schaffen sei, daß in den einzelnen Fyv möglichst 

keine säkularen Terme auftreten. Terme werden da­

bei säkular genannt, wenn sie positive Potenzen der 

r,. enthalten. F r ie m a n  und S a n d r i  untersuchen die 

Hierarchie-Gleichungen. Sie fragen nach Lösungen, 

für welche die verschiedenen Approximationsstufen 

aller s-Teilchen-Funktionen von Säkularitäten mög­

lichst frei sind. Damit stellen sie die Bedingung, 

daß sich Säkularitäten innerhalb einer jeden s-Teil- 

chenkorrelation kompensieren sollten.

W ir werden zeigen, daß man eine jede von N 

Teilchen abhängende Funktion als eine Summe von 

gewissen Korrelationstermen darstellen kann. Es 

gibt viele Möglichkeiten solcher Darstellungen. Eine 

dieser Möglichkeiten entspricht der Aufspaltung der 

LiouviLLE-Gleiehung nach der BBGKY-Hierarchie,

eine andere bedeutet für die /V-Teilehen-Funktion 

ihre Z e r le g u n g  n a c h  der B A LESC u-PR iG O G iN Eschen 

Methode 2. Jede dieser Darstellungen hat die Eigen­

schaft, daß sie mit der Addition verträglich und, 

nachdem die Art der Darstellung einmal festgelegt, 

auch eindeutig ist. W ir müssen deshalb fordern, daß 

sich Säkularitäten innerhalb eines jeden Korrela­

tionssummanden kompensieren sollten. Da im Rah­

men der schwachen Wechselwirkung der Fall ver­

schwindender Relativgeschwindigkeiten nicht mehr 

richtig erfaßt wird, kann diese Forderung für solche 

Stellen der Korrelationsfunktionen im allgemeinen 

jedoch nicht gestellt werden. (Hinsichtlich damit zu­

sammenhängender Probleme siehe "• 8.)

3. Lösung bis zur 2. Ordnung

Es sollen zunächst zwei der eben in Abschnitt 2 

erwähnten Darstellungen einer von N Teilchen ab­

hängenden Funktion

A = A (xt , . . . ,  xN; vt , . . . ,  vN; t)

als Summe von Korrelationstermen hergeleitet wer­

den. Im Fall 1) wird die Funktion nach Orts- und 

Geschwindigkeitskorrelationen bezogen auf eine frei 

wählbare Funktion Gy = G y ( l , . . . ,  N; t) 8a, im Fall

2) nur nach Ortskorrelationen zerlegt. Mit V sei das 

Volumen bezeichnet, über das im Ortsraum für ein 

Teilchen zu integrieren ist. Die Verteilungsfunktion 

Fx ist so normiert, daß

v J d3xi I  ■' ■ y I  d3*v J d3üv Fn= 1
ist.

Wir werden folgende symbolische Abkürzungen ver­

wenden :

| dz,, bzw. j dvv für j d3x,. bzw. j d3i>,.;

J dr für | dx,. J du,.;

| dxA bzw. J d'v für J dxA. . .  dx,y bzw. J dx . . .  dN:

J dz" bzw. J d" für | dx^ . . .  dx; bzw. J  dix . ..  di’ /(,

wobei / j , . . . ,  i,, irgendein /«-Tupel der A-Teilchen 

sein kann;

bzw. f ........dV < ü  r
dxh . . .  dx-ht J dtt . .  . dtH

f dxj . . .  dXj#-,, bzw. J  d; . . . ,

C. H. Su, J. Math. Phys. 5, 1273 [1964],

D. F r a n k , D. P f ir s c h  u . S. P r ie s s , VI. Conf. Intern, sur 

les Phenomenes d’Ionisation dans les Gaz, Orsay/Frank- 
reich, Tome I, 183 [1963].

8:1 Die Argumente 1 ,. .

x\, vx ■
N  stehen abkürzend für xl3 vt, . . . .
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wobei die j x, . . . ,  jx-u gerade die zu i , , . . . ,  iu dis­

junkte Menge in 1, . . . ,  N bilden.

Die Darstellung der Funktion A lautet im Fall

1):
A = (A )0 + ( A )x + . . .  + (A )^  (13)

mit ( A ) f =  j i « A ,  {A ) ,=  (A )S G „ ,

C » - G ,v ( l .........N; l), J d * C ,- l ,  (14)

wt.....
(15)

(A )f= l  JT  (A )iv'---vi f dvt . . .  dvf GN ,
* • », l , . . . , v i =  l  J

i = 0 , . . . ,N ,  (16)

(' bedeutet: alle vx , . . .  ,v t sollen voneinander ver­

schieden sein) ;

für i = 0 sei (A) •••*’«= {A )0° ;

und im Fall 2) hat man für A die Darstellung:

A = [A ]0+[A]1 + . . .+  [A]n (17) 

mit [ A ] f=  f d z 'A ,  [A]0=[A]„o, (18)

lAh-........ -  f -r — - W - I A U ----------- [Ah-i),
j  QXvi» • • dxv%

i = l , . . . , N ,  (19)

[A]i = -j~ Y  [A ],’ ••••% i = 0 , . . . ,N ,  
l] vt,. 77?vi=i

für i' =  0 sei [A]iVi' " Vi = [A]0° . (20)

Auch hier könnte man allgemeiner die Korrelations­

summanden analog zum Fall 1) mit einer Bezugs­

funktion Gy definieren.

Da aber im Fall 2) nicht über Geschwindigkeiten 

integriert wird, braucht G^ nicht notwendig von den 

Geschwindigkeiten abzuhängen, und damit kann 

man insbesondere G\ = 1 wählen.

Wenn im folgenden eine Aussage gleichzeitig für 

beide Darstellungen gemacht werden soll, wollen wir 

statt (A )iVi---Vi, Jdx* und [A]ivi"-v<, J  d* stets 

{A}iVl- [ d* schreiben.

Um die Beziehungen (13) und (17) einzusehen, 

hat man sich nur zu überlegen, daß

{A}n^ - ^  =  A -  {A}0- . . .  - {A}n _, (18) 

und deshalb

{A}n = ~  j r  {A ~ {A}0- ...  - {A}n_ i) ,

• i i , . . . , i j v = l  ( 1 9 )

also

{A}N =  A - {A }ü~ . . .- { A } N_ l (20)

ist.

Die Verträglichkeit von (13) und (17) mit der 

Addition weist man nach, indem man mit vollstän­

diger Induktion zeigt, daß aus einer Beziehung 

A + B = C stets die entsprechende für die Korrela­

tionsterme, nämlich

{A}in---^+ {B}r--'Vi ={C}

folgt.

Für die folgenden Rechnungen werden noch 

einige Eigenschaften der Korrelationssummanden 

gebraucht; sie sollen hier nicht hergeleitet werden, 

da die erste von ihnen leicht durch vollständige In ­

duktion zu gewinnen ist, und die anderen eine Folge 

der ersten sind:

Jd/, {A}fli'---ifl = 0 , (2 1 )

j  d«~" A = j d x~"{{A}n+ .. . + {A},) , (22)

J d1'{y4}„ =  0 für v ^ .N  — ju+ 1. (23)

Für ein homogenes System ist noch 

| cLr̂  A =  J dxiV_1 A ; 

hiermit und mit (21) läßt sich zeigen:

[A] vh' =  0 für v ungerade. (24) 

Wendet man die Darstellung (13) mit

GN= f l F i ( v ) ,  F1(v) j  •]' /•;. (25)

auf die LiouviLLE-Gleichung an, so erhält man im 

wesentlichen die BBGKY-Hierarchie; denn für jedes 

i =  0 , . . . ,  N gilt zunächst:

( - f f ) ’ " " ’ ' + { K F „ ) ......- £ (/F ,v ) .......• (26)

Wegen der Integraleigenschaften (21), (22) enthal­

ten (dFN/dt)iv'---Vi und (K F ^ )iVi---Vi nur Korrela­

tionen bis zur Stufe i und (/  F y ) i1" 'Vi bis zur 

Stufe i + 1.

Für die Linearkombinationen

f . d ..........s) -  v  * 2 '  ........t l f < w
i=0 ' vi...vte n=l

{ 1 , . . . * }  + V l, . . . , V i

(27)

bekommt man die BBGKY-Hierarchie.

Diese Bemerkung soll nur den Zusammenhang 

der hier betrachteten Korrelationsaufspaltung mit 

der BBGKY-Hierarchie erläutern, nicht aber eine 

Methode zu ihrer Herleitung andeuten, die auf be­

kanntem Wege viel einfacher erfolgen kann. Der 

aufgezeigte Zusammenhang gibt jedoch an, in wel-
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eher Weise Fy auf Grund der Eindeutigkeit der 

Korrelationszerlegungen aus Lösungen der Hier­

archiegleichungen aufzubauen ist.

Mit gleichen Überlegungen wie im Fall 1) erhält 

man bei der Zerlegung der LiouviLLE-Gleichung 

nach (17) eine Hierarchie5,9 bezüglich der Orts­

korrelationen.

Voranstehend wurde der Formalismus der Auf­

spaltung nach Korrelationen auf die LiouviLLE-Glei- 

chung angewendet. W ir wollen uns jetzt der direk­

ten Lösung der Differentialgleichungen (9), (10), 

(11) bis zur zweiten Ordnung für die Darstellungen

(13) mit

e N= n  v w
V =  1

(28)

und (17) zuwenden (im folgenden als Fall 1) und 

Fall 2) bezeichnet) : Es ist physikalisch sinnvoll, 

eine Anfangsbedingung nur für die Zeit t — 0, d. h. 

alle r,. =  0, v =  0, 1 , . . . ,  zu stellen. Zur Zeit t = 0 

soll gelten:

Fn = Fno= {Fn«}<> (29)

und für den Fall 1) der Korrelationsaufspaltung 

zusätzlich

W > 0=  n  0 , 0 , . . . ) . (30)
v = l

W ir fragen nach Lösungen, für welche für beliebige 

Werte der rv jeweils gilt:

v - W }  o- (3 i)

Im  Fall 1) soll außerdem die Form (30) für alle 

Zeiten bestehen. Es wird sich zeigen, daß Fy inner­

halb der 2. Ordnung dann noch nicht eindeutig be­

stimmt ist. Der noch vorhandene Spielraum ist 

wahrscheinlich erforderlich, um die ab der nächsten 

Ordnung erstmalig nicht trivialerweise geltenden 

Verträglichkeitsbedingungen erfüllen zu können10. 

Unter einer Verträglichkeitsbedingung verstehen wir 

eine Gleichung der Form

/ ' f - =  / * § - .  (32)
o t j o r j ö t j  öTj

Bei der nun folgenden Untersuchung der Differen­

tialgleichungen (9), (10), (11) werden wir manch­

mal nur die Ergebnisse nennen, die Ausführungen 

sind dann im Anhang zu finden. Falls eine Funk­

tion g nicht von den Variablen r0 , . . . ,  ri _ i , son­

dern höchstens von den Variablen T,-, Tj + i , . . .  ab­

hängt, wollen wir das durch g(r,-) ausdrücken.

Fall 1) : Aus (9) folgt für Fy°

Fn° =  e~ToK Fy°(tj) . (33)

N
Da sich Fy° als f l  f°(vr; t„) schreiben lassen soll,

V = 1
besagt (33)

/ J  /°Ov; r0) =  e r°K 7 7  /° 0, * i, . . . )
v =  l V =  1 (34)

yv
7 7  f°{vr; 0 , t 19 . . . ) ,

d. h.

v =  l

N
V  =  W(T,) = f j  /»(» ,; r ,) =  J J  / •(» ) . (35)

V = 1

Für F v1 erhält man aus (10) :

FN' = e-'*KFN'{Tx)
r0 r,

_  j* d/ + j  <U e-;-KI  Fy°. (36) 

o 1 o

In diesem Ausdruck werden zunächst die säkularen 

Terme und dann deren von 0 verschiedene Korre­

lationssummanden ermittelt. Man kommt zu folgen­

dem Ergebnis:

Nur dFy°/dT1= (dFy°/drt )x ist säkular.

Deshalb ist zu fordern:

dFy°/dr1 =  0 . (37)

Man erhält damit für Fy1:

Fyi = e~T°K Fy1 (Tj) + J d X e-}-K1 Fy\ (38) 
0

Für die 1-Teilchenfunktion Ft ergibt sich aus (37) 

und (38):

dF1°/dr1 = df°/dr1 = 0 , (39)

3F11/3 r0 =  0 . (40)

Aus (11) folgt für F a

*0
f v2 =  e- a 7 v2 (Tl) _  j  dX 3V  

3r»
-fe“ '«* f d/le** { -  + / Fy1 j , 

0

(41)

9 J. H ig g in s , Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Fys.

Skrifter 2, 1 [1962].

10 D. F r a n k ,  D. P f i r s c h  u . S. P r ie s s ,  Z. Naturforsdig. 20 a .

147 [1965].
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also nach (36)

- j  d/. ^  — e~r»K j  d/ (42)

0 0

+ e~r°K J dA eA K I  e~x K Fy1 (tj) + e-r°K | dl e'■KI  J d)J e~A KI  Fy°. 
0 0 0

In diesem letzten Ausdrude für F$2 enthalten, wie im Anhang eingehend begründet ist, die folgenden 

Summanden säkulare Bestandteile:

Tfl To r0 A

— J d/ — e_ToÄ:j  d/ -fe“ r<|A:J dk e/ K I  j  dl' e~l  KI  Fy°. (43)

o 2 o 1 o o

Hiervon sind nur die Korrelationsterme ( }1 säkular und vom letzten Summanden der Bestandteil

T0 OO

< J d/ / J dl' e~r K 1 F\° > i .
o o

Es treten nur in r0 lineare Säkularitäten auf. Auf Grund der Forderung nach Säkularitätenfreiheit erhält 

man deshalb:

-  ( ¥ £ ) ’, - \ ^ r A ) ’ + <7 J d>- K1 =  0 ■ (44)
\ 3 t 2 / 1 \ 3 r t / 1 0 

Damit kein in rx säkularer Term auftritt, muß gelten:

( 3 / y  (Ti)/3r1) 1v =  0 , also 3 / ’11(r1)/3 r1 =  0 (45), (46)

und =  < /J ,'<U 6-' *■' / . (47)

Die letzte Gleichung (47) ist die LANDAu-Gleichung.

Für F v2 bekommt man somit folgenden Ausdruck:

Fn2 =  e“ r»* F r  (tj) -  2  e_T° * /  ^  \— 3 ^ ) „  + e~r° * S&  e> K l K Fnx (t i)
0 ' "  0 

t0 oo A' r„ A

— J d/KJ.f<U'e-*'*//y>>i+ 2  e_roÄ: /
o v=2 o o

(48)

und für (7 a’2) i insbesondere:

Tq Tq

<^v2) i =  W  (T j )! + i  (U (/  * / y  (rt ) ) ,  -  J dA </ J* (U' e-1' 1 /  FN° >i. (49)
0 0 X

Fall 2 ): Wegen Fy° = [Fv°]0 und damit [£/vv°]0 =  0 folgt aus (9 ): FN° =  FN° (t-l) . (50)

Wie im Fall 1) erhält man für Fy1 aus (10) :

/ y _ e - '- KV (T i)+ e ~ ri* J d ; . e W - ^  + I f A .  (51)

0

-  r°
In diesem Ausdruck enthält nur der Summand — e T»K f d l  eXK(dFy°/dr1) einen säkularen Bestandteil,

o
und zwar den Korrelationsterm

e-r0K r dl eXK 3 V  =  _  l‘ 
J art Jo J

d/ , 3  Fs«. 
3tx

o

Es ist deshalb zu fordern, daß gilt: dFx°/dr1 =  0 . (52)
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Damit folgt / y  =  e“ 1»* / y  (rx) + J dl e~x KI  FN°. 
ö

(53)

Für f.v2 hat man zunächst dieselbe Lösung (42) wie im Fall 1). Die Säkularitäten sind jedoch jetzt in 

anderen Korrelationstermen erfaßt: Von der Summe (43) ist der folgende Bestandteil säkular:

3 Fy° [ 3 V W ]
. Sr, O

1

3*!

Damit kein in r0 säkularer Term auftritt, muß deshalb gelten:

OO

=  [/ J dA e~x KI  Fy°]o.
6

Hieraus folgt mit der gleichen Überlegung wie im Fall 1): [ S /’y1 (rt) /3 tj] 0 = 0

(j OO

und p -  = [/  f d l e~x K I Fn°]o .
o

(54)

(55)

(56)

(57)

Die Gl. (57) ist die Master-Gleichung von B r o u t  und P r i g o g i n e .  Für F\~ erhalten wir somit den fol­

genden Ausdruck:

* . .  _

+ e r° K | d/ e'-KI e xK Fy1 (rt)
o (58)

3fy<r.>F\~ = K Fx2 ( t4) -  £  K J d/
>■= 2 ’o

r0 oo N

-  J d l [I J' dl' e~v K1 Fn° ]o + 2  e“ r°* f  d l e'■K [/ J' dl' KI FN%
0 X v=2  0 0

und für [/\2]0 insbesondere:

[f»*]o=  W ( t . ) ] o +  (59)
0 0 /.

In beiden Fällen bleiben die Funktionen F\r(xj) mit

i + v>2  unbestimmt; diese Funktionen sowie 

FyM ti) können im Rahmen der 2. Näherung gleich 

ihren Anfangswerten gesetzt werden.

4. Diskussion der H-Funktionen

Die Lösungen der LiouviLLE-Gleichung, die wir 

im 3. Abschnitt gefunden haben, sollen jetzt dazu 

benutzt werden, die Beziehungen zwischen den H- 

Funktionen

ff v = J dA' Fn ln Fn ,

Hl -  l  J d ' v{ / Ä#) , ln < / jr°>0 , 

Hu = |

(60)

(61)

(62)

zu untersuchen. H y ist die der LiouviLLE-Gleichung 

zugeordnete //-Funktion, H\̂ ist die //-Funktion 

der LANDAU-Gleichung, und //\[ die der Master-Glei­

chung. Von der LANDAU-Gleichung ist bekannt, daß 

sie ein //-Theorem besitzt

dHL/ d t £ 0 ,  (63)

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn (/\v°) o 

eine M a x w e l l - Verteilung ist. Ebenso gilt auch

dH\i/dt 5^ 0 . (64)

Beide Aussagen werden im Anhang noch einmal 

nach einem einheitlichen Verfahren bewiesen.

(63) und (64) drücken beide ein irreversibles 

Verhalten aus, das darin besteht, daß unser Wissen 

von einem betrachteten /V-Teilchen-System, wie es 

durch die Funktionen { F 0 vermittelt wird, im 

Laufe der Zeit immer geringer wird. Aus der Liou- 

viLLE-Gleichung folgt auf der anderen Seite streng, 

daß H y zeitlich konstant ist, daß also im Rahmen 

der Verteilungsfunktion F\> keine Informationen 

verlorengehen. Es besteht somit die Frage, wie das 

irreversible Verhalten auf der einen Seite zu dem 

reversiblen Verhalten auf der anderen Seite paßt.
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Uni hier Einsicht zu bekommen, schreiben wir 

uns die Funktion Hy im Rahmen der gemachten 

Entwicklung bis zur zweiten Ordnung in £ auf:

Hy = I  d v Fy° ln Fn° + £ J' d v / y  (ln f  .v° + 1) (65)

+ £2 f dA F y2 (ln Fy0 + 1 ) + ^  f d V iFNl)\
J 2 J Fx°

Da Fy° = {/\\°}o gilt, stellt der Term 0-ter Ordnung 

in £ gerade N H\j bzw. Hy\ dar. Für beide Funktio­

nen gilt ein //-Theorem; damit Hy konstant sein 

kann, muß also die zeitliche Änderung von Ĥ [ bzw. 

Hl durch Glieder höherer Ordnung von Hy kom­

pensiert werden. Das kann auf folgende Weise ge­

schehen: von f .v° wissen wir, daß es von der Zeit 

nur über r2 und höhere Zeiten abhängt. Die Zeit­

ableitung des ersten Terms stellt also einen Aus­

druck zweiter Ordnung in £ dar. Die Terme höherer 

Ordnung können daher diesen Ausdruck nur dann 

kompensieren, wenn sie außer von r2 auch noch von 

r0 oder xx abhängen, wobei dies auch für große 

Zeiten r0 gelten muß. Diese Zeitabhängigkeiten kön­

nen nur über Fy1 und Fy2 gegeben sein. Im Anhang 

wird gezeigt, daß der Bestandteil erster Ordnung 

von Hy nur eine Funktion von r2 , r3 , . .  . ist und 

daß der Fy2 enthaltende Ausdruck für große r0 von 

r0 unabhängig w ird11, so daß notwendig Fyx auch 

für große Zeiten r0 mit seiner r0-Abhängigkeit bei­

tragen muß. Das bedeutet, daß der BoGOLJUBOVsche 

Synchronisationsvorgang in der A-Teilchen-Funk- 

tion nicht stattfindet. Im  Anhang wird weiter ge­

zeigt, daß mit den im vorigen Abschnitt gefundenen 

Lösungen der LiouviLLE-Gleichung in der Tat 

Hy =  const folgt; d .h . die zeitliche Abnahme des 

ersten Terms von H y , also von Hyi bzw. N H^ , 

wird schließlich durch den Term

kompensiert. Da (Fy ) 0 und {Fyi )1 bzw. [/r,v1]o 

nicht Funktionen von r0 sind, wird diese Kompen­

sation nur durch höhere Korrelationsfunktionen, 

die in Fy1 enthalten sind, bewirkt. Das entspricht 

somit genau dem in der Einleitung erwähnten Pri- 

GOGiNEschen Kaskadenmechanismus.

Dieser Kaskadenmechanismus tritt auf, wenn 

man, wie in Abschn. 1 angegeben, hinreichend glatte 

Anfangsverteilungen vorliegen hat, denen virtuelle 

Gesamtheiten entsprechen, die zwar noch im Grenz­

11 Wenn man {f.v1 (*i) }0 und {/\v1(t1) } 1 gemäß den Aus­
führungen nach Gl. (59) und den Anfangsbedingungen

(29) gleich Null setzt.

fall TV—* co verschwindende Schwankungen makro­

skopischer Größen ergeben müssen, die aber nicht 

genau ein vorgegebenes System beschreiben. Das ist 

leicht folgendermaßen einzusehen:

Eine Verteilungsfunktion für ein bestimmtes vor­

gegebenes System ist durch

F y=  (66)

#! 2  f j  d (x ,-X rM )
Permutationen (v*) 1 =  1

gegeben. Dabei sind X , ( 0  und V,j(t) die Orte und 

Geschwindigkeiten der Teilchen zur Zeit t. Aus 

einem solchen Fy folgt für die Einteilchen- und 

Zweiteilchenfunktion

Fi ( * i ; *>i; 0  =  2  <5 (*i -  Xv (t)) d (vt -  Vv (t)) ,

V=1

F2(x i , x.2; vx, v2; t) =  F1(x1; vt ; t) /^(x*; v2; t) 

- ö ix ^ - x j  d{Vl- v 2) 'Z ^ ^ i - X v )  ö(vt - V v);
v — 1

(67)

d. h. die Einteilchenfunktion enthält genau dieselbe 

Information wie F y , und die Korrelationsanteile in 

F2 haben nur mit der Abzählung zu tun.

Hat man ein räumlich homogenes System vorlie­

gen, dann kann man etwa durch beliebiges Verschie­

ben eines vorgegebenen Systems eine virtuelle Ge­

samtheit erzeugen, für die dann

F2= £ d ( Vl-V r), (68)
V

Ft = £  d (V, - Vr) d (v2 -  VM) d (xt - x2 - (Xv -  X ,) )

gilt. Hier enthält jetzt Fx nicht mehr die volle In ­

formation, die in Fy steckt, dagegen besitzt sie F2 . 

Das bedeutet, daß jetzt die Korrelationsterme für 

das Wissen von dem betrachteten System wichtig 

geworden sind. Die Verschmierung der virtuellen 

Gesamtheit führt also dazu, daß Informationen in 

die Korrelationsfunktionen wandern, und das ist 

gerade die grundlegende Voraussetzung für den 

PRiGOGiNEschen Kaskadenmechanismus.

Damit kommen wir nun noch zu einem zweiten 

Bild für das irreversible Verhalten: In einer ver­

schmierten Gesamtheit verhalten sich ja die Systeme 

alle etwas verschieden voneinander. In irgendwel­

chen, durch Integration aus Fy folgenden Vertei­

lungsfunktionen erscheint daher das Verhalten der 

einzelnen Systeme der virtuellen Gesamtheit mit­

einander vermischt, so daß man auf Grund einer 

solchen laufenden Phasenmischung für diese Funk­

tionen ein irreversibles Verhalten erhält.



5. Anhang

A. Bestimmung der Säkularitäten in (42) für die Fälle 1) und 2)

Der Summand
T0 Tn T«

-  =  - 
J 3
o

ist säkular von der Ordnung O (r0), da Fy° von r0 unbhängig ist. Von dem Term

f h;
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f d/t 3^°|

J 3 T o
(69)

sind die Korrelationsbestandteile ( und [ ]0 linear säkular, alle anderen regulär; denn es gilt:

To ä T0 _ _ Tq
—  _ V

e

0 0 0 0 

und in (71) ist der dritte Summand regulär, da in diesem r0 unter einer durch die endliche Reichweite von 

{dFiy1 (t1) /3 t1})., v 2, gegebenen Schranke bleiben muß. 

r-°
Der Term e~r,>K |dI  e} K I  e~XK F^i (x1) aus (42) wird sich als regulär erweisen: Durch Umformun-

o
gen ergibt sich nämlich:

e-T0 k J  ̂  e>. k j  e~XK Fyl (rx) =  J d^ K /  e~XK F$x (tj) =  J d/. e~(r°_ ^ KI  e~* K ({Fn1 (t i) }o + • • •)»

0 ö o (72)

somit e~r"K f dA eXKI  e~XKF^1 (rt ) =  f dx e~XK I  ({F^1 (?i) }0 + {^.v1 (*i) }x)
o‘ o

+ Jd *  *-(*.-*>* I  e~>K{{FN2(xx) }2+ . . . ) .  (73)
o

Der zweite Summand von (73) ist regulär, da r0 durch die Reichweite von {F^1 (Tj) },•, v ^  2, beschränkt 

wird. Für den ersten Summanden erhalten wir:

jd>. W ( T i )  }0 + { V  (tj) },) (74)
0

=  2  f d i« - > t ( J ( { V h ) } , + { V W } 1)} +  2  J d/. { / ( ( V W ) ,  + { V ( r , ) } , ) } , .
»■=0 0 >’>2 0

Dieser letzte Ausdrude ist wieder wegen der endlichen Reichweite von { /({ / 'V  (t4) }0 + {Fy1 (Ti) }i)}> ? v ^  2, 

regulär.

Der letzte Term von (42) enthält eine Säkularität; wir wollen diese abspalten:

*

Mit B =  j  d l'e- X KI  Fn° ist (75)
o

e-*>K]dAeXKIB =  ] d l({ IB } 0 + { IB } t) + ) d l e-("-VK({ IB }2+ . . . ) .  (76)
6 6 o

Der zweite Summand von (76) ist regulär; denn wegen

]dX e - ^- »K({ IB }2 + . . . )  =  ] d U - lK ({I S d l' e-*'KIF N0}2 + . . . )  (77)
0 0 0
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gelten für ihn die folgenden Abschätzungen für jedes 

Teilchenpaar i, j:

und

| %ij ^  V Sj | <C 1

X jj  (A  -t- /  ) Vi j  I <c 1 .

(78)

(79)

Aus (78) folgt die Existenz eines A, so daß X A  

und aus (79) die eines A ' mit ;/ ^  ä .

Da ( IB )o und [I B]x gleich Null sind, lautet der 

erste Summand der rechten Seite von (76)

im Fall 1)

und im Fall 2 ): Jd A [ /ß ]0

(80)

(81)

W ir wollen seine r0-Abhängigkeit für beide Fälle
*0

gleichzeitig an f cU {/ B}v diskutieren.
o

Können wir zeigen, daß von diesem Ausdruck die 

Ableitung nach r0 für r0—> oo beschränkt ist und 

nicht verschwindet, so liefert der von r0 unabhängige 

Bestandteil der Ableitung nach Integration über r0 

gerade die lineare Säkularität.

Es ist

3_ 

3 Tn
f d/.{7B}v =  { /  j°d/' e~x K1 Fn°}v , (82)

woraus mit den schon mehrfach durchgeführten, sich 

aus der endlichen Reichweite der Wechselwirkungs­

kräfte ergebenden Abschätzungen folgt:

T.»
lim J L  f d / { / 5 } ,  =  0 ( l )  . (83)

r0-> oo OTq J 
0

Da J d /  { / jd T  e~x’KI  Fx°}v

beschränkt ist, kann von J dX{IB}v nur 
o

f d/ {/ ( dl' e~x K /  / y } ,  säkular sein.
o o

Der säkulare Bestandteil des letzten Termes von 

(42) lautet also im Falle 1) :

JdU < / J  dX' e~x KI  (84)

u n d  im F a l l  2)

JcU [/ J d ; / e “ A' k I F n% .  (85)
o ö

B. Beweis der H-Theoreme für die Landau- und 

Master-Gleichung:

Wollen wir eine Aussage gleichzeitig für die H- 

Funktionen der L a n d a u -  bzw. Master-Gleichung ma­

chen, so schreiben wir statt H l  bzw. H^ einfach H.

W ir zeigen zunächst, daß bis zur zweiten Ordnung 

in £ die beiden folgenden Beziehungen gelten

OO

V ) J " < 86>

1
f2 d*

OO

-  J  d» (J-,- /  f / )  [ dXe~l * I  F„>, (87)

und beweisen dann die positive Definitheit des Inte­

grals

d'v I F\°) dke~XKI F J . (88)

Aus F\° = {Fa;°}0 erhält man

N H h = j d N FN°\nFN° (89)

und m = J  Fn° ln F»0 . (90)

Da F\° von r0 und unabhängig ist, gilt bis zur 

zweiten Ordnung in £:

1 dH _  dH

e2 dt dr2

Wegen J  d* =  A  j  d* FN° = 0 

folgt damit

3 Fv°

(91)

(92)

und

1 d//L
£2 d£

1

£2 d£ -J

d* ln Fn<> ^
J ‘ 3t2

dA’ ln FN° .
or.,

(93)

(94)

Aus (93) erhalten wir die Beziehung (86), wenn

wir berücksichtigen, daß sich in diesem Falle F^°
N

als ein Produkt jTJ /° (^) von Einteilchenfunktionen
V =  1

d a r s te l le n  lä ß t ,  u n d  F d ie  L A N D A U - G le ichung  (47) 

e r f ü l l t :

f dN ln FA° =  f dA V  ln f°(v) 3̂ °
J 3t2 j  „^1 3 To

=  J j  J d , l n / » ( r ) / ^ - V  (9 5 )

V  oo

=  2  J dv ln /° (v) < / J dA * I  Fn° >5 .
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Bei der letzten Umformung machten wir von der fol- f

«jenden Rechenregel Gebrauch: ^  ̂J ^  e ^ ^ A ]«

y  f dr ln f°(v) (/ g )^  = - f  d v 1 o (/ F v°) g , (96) =  f d v ln Fy° I  f dA e~!-KI FN° (9 9 )
,.=1 J  J  y  ' ö

oo
wobei g =  g (.* j , . . . ,  zjv; vi » • • • 5 uiV» To»• • •) • _  _  P iv (_L_ / f  ,o\ f j ;  k / r o

Wir wollen diese Relation beweisen: Es ist J \ FN° A / J
J dvln /°(v) {I g )i = J dA ln f°{v) lg

= - j* dNgI\n f0(v) = _  j  d*g ^  //»(.•)

= -  f d *g  1 Z  • „3 /»(>-) (97) J d-v ( V / f v#)
J / (>’) j(fv) ox„ av v J  A

Wir beweisen jetzt die positive Definitheit von

(100)

| > 'g  L E ®  • , 3 fv °J Kt”) 3*,. 3lV =  4 | dA g J dA e 7'K g 

und deshalb

'V,. mit g =  lV F rN°. (1 0 1 )
J d)’ ln /°(v ) ( / g )tv ~

»,=l Um die Wirkung des Operators | d/>e~XK auf g
= _ f (jv 1 V  3U (xvl) > __3̂ f  o ,qo\ 0

J Fn° vf ; 3x„ 3t;„  ̂ * zu untersuchen, betrachten wir das FouRiER-Integral

_  _  f 1 j  von g bezüglich seiner Ortsvariablen:

g =  \ dkN y(k; v; r2, . . . )  e2:ilkx\ (1 0 2 )
Bei der Herleitung von (87) aus (94) wird die

Eigenschaft FN° = [Fy°] 0 und die Master-Gleichung zur Vereinfachung haben wir hier k bzw. x bzw. v

(57) benutzt: für k±, . . . ,  kN bzw. xt , . . . ,  xN bzw. vx, . . . ,  vA
N

1 dA ln Fx0 und kx für kv xr geschrieben. Auf Grund der
J ‘ 3 r2 v=l

Realität von g gilt:
=  J dA [ln Fy0] 0 [/ J dA e~'-KI  Fy0] 0

o

Mit (102) folgt:

OO OO

J d A g J dA e~/K g =  J d f A J d r Y J d kN y* (k) e~2ntkx J dA e~,K | d k'N y(k') e2 n ’ k x
o o

OO

=  J di>A J dxA | dA:A | dk'y | dly*{k ) e-^ixi~k+k') -2mk' v y(k') ( 104)
ö

oo
=  j  dv» J' dk* J dk'N j  d l Ö ( -  k +  k') y* (k) e~2 * * ' v 7 (k')

0
OO

=  J di>A J dArv | dA | 7 (A;) |2 e~2!tlkv
i)

=  J d f A J dA;A | y (k) |2 ö _ (k v).

Wegen d_ (k v) — \ d(kv)+  P  - (105)
2 2 7t i k v

erhält man aus der letzten Zeile von (104)

J dA g fd  /.e~/Kg =  ^ f dvN f dA:  ̂| y(k) |2 ö(k v) + - - J dr^ J dÄ^ | y{k) |2 P ^ (106)
q “ A 7t l KV

Da der Hauptwert P eine ungerade und J  7 (A:)|2 eine gerade Funktion von k ist, verschwindet der zweite
OO

Summand in (106); also ist | dAg | cV.e~} Kg positiv definit und nach (100) damit auch das Integral 

(88). ' ®
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C. Beweis von Fly = const für die Fälle 1) und 2): 

Bis zur zweiten Ordnung in £ ist

dHx _  3Hx , £ 3Hx , £2 3Hx 
df 3rft 3t, 3r,

+  £  4 " - A  + £ 2  ? ( 1 0 7 )

und bei Verwendung von (65) folgt hieraus:

dHJ  =  l ' d ' v i - W l n V )dt J 3 r0

+ E f d » ( A  (/■ /]„/■ /)+  3- ( V ( l + l n f » 0))) (108)
v3 t ,  ‘ 3  t ,

+ £ä J  (F.v"In M  + 3~ (f.v1 ( 1 + *" f .v°)) + ^  ( 2 % ^ r )  + (F»'2(1 +1“  W )) •

Der Term 0-ter Ordnung in e verschwindet wegen 3 / v y ° / 3 t 0 =  0 .

Da Fx° auch von Tj unabhängig ist und — f d v F y1 =  0 (109)
O T0 J

gilt, bleibt von dem Term erster Ordnung in £ zunächst nur der Bestandteil f  dA ^ (Fy1 ln Fy°) übrig.J 3 t 0

Im Fall 1) gilt für diesen: f d v ln Fy0 =  V  [ d r ln / 0(v) / ^ N \ (110)
J 3 t o J  \ 3 r o / !

und im Fall 2) : f d* ̂  ln F v° = f dz;* ln F v° . (111)
J 3t0 ‘ J ‘ l 3r0 Io

Bei Verwendung von (40) und (53) hat man deshalb in beiden Fällen

f d * ^ ln f jV0 = 0. (112) 
J 3r0

Der Nachweis, daß auch der Term zweiter Ordnung in £ aus (108) verschwindet, ist etwas mühsamer. 

W ir diskutieren seine Summanden in der Reihenfolge, wie sie in (108) stehen. Dabei wird sich zeigen, 

daß der zweite Summand gleich Null ist, aber der erste, dritte und vierte von Null verschieden sind, und 

erst ihre Summe Null ergibt.

Nach (95) und (99) läßt sich j  d v ^  (Fy°\nFy°) im Falle 1) wie 2) bei Berücksichtigung von

J" d v Fy° =  0 auf die folgende Form bringen: (113)

OO

j  d* (■Fn01" W  -  -  J  A" (I  Fs") J  <U * I  F.v». (114)

0

Für den Summanden j (Fn1 (1 + ln Fx°) gilt:

f dV 3 t ,  (/V  (1+ In^ 0)> = f  d* ln 3{ £ ,  (115)

weshalb im Falle 1) folgt: J  d v 3 (F y1 (1 + l n F y ° ) ) = ^  j* dv ln /°(v ) (116)

und im Falle 2): J  d v A  (F N1 (1 + ln F y ° ) ) =  J dvN ln F■x°
oFy

3 t ,
(117)

Mit (45) und (56) erhält man damit für beide Fälle: I d v -A (F y1 (1 + ln F y ° ) ) — 0 . (118)
J °Ti



Für den Summanden ( d v ° - ( 1 ^  j  ) ergibt sich nach (38) und (51) : 
J 3r0 \ 2 Fn° /

_ 3_ f 1 ™  ') =  f  d *  ? F-*-
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f l  (*V )2\
3r0 2 F,v° ) F n °  3 t 0

=  f d"-±i (e- *KFNHri) + f  dÄ e~>K IF N») ■ ( - K e~*'K FNl ( r j  + e~'°K IF N»)
J n 6 

=  f d'v - i,(F ,v 1 (r1) + / ’(Ue-t»-'*) K/F .v») ' ( - V W + / f / )
■' N ö

=  -  j  d v i  V  (r,) X  F.v‘ (r.) + J  d* F.v> (r„) / F.v«

-  fd 'v ' . ( f 'd / e ^ '/F .v » )  K F sl (ri ) + f  d " (/F.v») J'd/. e^ '/F .v» .
J ^ .V ö J AT o

Es ist |  i »  -Fl F , '  (r,) K F.v' d* f l K (F.v1 (r.) f  -  0 .

■T°
Bei Verwendung der Beziehung J d/ K e~K K g =  — e_r° * g + g

o

mit g =  gOr1? • • . ,x n; vt , . . vn;r 0,r 1, . . . )  erhält man:

- f dV y  i  ( f’d/. / F.v») A' F,:‘ (r,) = - | >  1 „ fd/. (/ F.v») X  * F.v> (t,)
J ^ .V ö J r A' o

=  jd '* - A j  (/F.v») (e- "KF.,1 (t,) -F.v‘ (r ,)) 

-  J  d '  ^  (/ V )  e - K / » * ( » ,)  -  J  d » ^  (/F.v») F .v '(T ,)  .

Mit (120) und (122) folgt aus (119) :

f dA' 3 7  = J d*>v» ( / f ' 0) e~"K F +  I  d" (/ f  '0) j  d;- e~iKIFti<’ .

Den Summanden j  d"  5T < f ( 1 + ln F v#) > =  J  ^  ^  /V>

untersuchen wir für beide Fälle getrennt.

Im  Falle 1) gilt:

j > ^ ! l n F ^  | j  d , ln / » W  ( ^ ) ; - | j d» In  / » M

Aus (49) folgt 0^  ( ) i'' ~ (/  e r°x:^ 1(Ti) ) i ’’— (^ J  d ie  / KI  Fn° ) i ,

damit für (125) :

( V ^ - l n V ^  V  (’ d r ln / ° ( v ) ( ( / e - r»KFv1(r1) ) r  -  (/  fdX e ^ I F ^ )
J  d T °  ) - = l  J  T 0

und bei Verwendung der Regel (96) weiter:
OO

f  d ’ - g ^ ln  F.V« -  -  f d » ? L  (/F.v») e-'^'F.vM t,) + j  d"-L- (/F.v») J  d-i e“ ; * /  F.v».

*0

Im  Fall 2) ist: f d* ln FN°=  f dvN\n FN° [ ^ l  =  f dvN\nFN° A  [Fv2]0 .
J 3r0 J 3r0 Jo J dr0

Aus (59) erhält man gr [ ^ a,2] o =  [^e r°/Ĉ v1(Ti)]o— U J e /KIFy°]0,

(119)

(120) 

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)
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damit für (129) :

J S dv» ln Fk» ( [ /  (r .)  ] , - [ / /  <U *  /  F , * ] , )
\ J- J- /

OO

=  Jd v ln Fn° I  e~'°K Fnx (Tj) - J d* ln FN° I  J d/i e~A KI  FN°
To

und unter Benutzung der Eigenschaft, daß / bezüglich der Integration J dvA ein antihermitescher Opera­

tor ist, folgt hieraus:
OO

I  d'V^ ¥  l n f ' ,0= ~ |  d,V7 ^  ( W )  j  d/i e-XKI F x«. (132)

T°
An (128) und (132) erkennt man, daß in beiden Fällen gilt:

OO

J  d* A  ( V d + l n  / • » • ) )- -  j d " - ± i (IFx*)e-"*FJ(r1) + § d ’'-J-JIFrf) j  dx e"1* /  Fx«. (133)

Aus (114), (123) und (133) folgt, daß die Summe des ersten, dritten und vierten Summanden des 

Termes zweiter Ordnung in € aus (108) tatsächlich Null ergibt. Damit ist der Beweis für dH^/dt =  0 be­

endet.

Wählt man, wie in der Fußnote 11 des Abschnittes 4 angegeben, {F^1(r1)} 0=  { / V ^ i )  } j =  0 , (134) 

so fällt für r0—>- oo in (133) der erste Summand fort; es gilt dann nämlich:

lim " H m  ( >  * ( / f / )  e- * * ( { f y (T i)  } ,+  .•■)
J *  N r„->-oo J t  Nv

= lim r d » ±  ( / V )  ({Fn  M t,)} , +{fA.1(r ,)}1) = 0 .
tô oo J  r  y

Der zweite Summand in (133) verschwindet stets für r0—̂ o o .


